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Concours blanc - CORRECTION

Durée : j heures
Calculatrice interdite

Exercice 0.1. On considére I’équation différentielle :
(B): (1 —2?)y —ay ==

1. Préciser les intervalles sur lesquels I’équation (E) peut étre résolue.
Pour résoudre (E), il faut que 1 — x? # 0. On peut donc résoudre sur
lun des trois intervalles :

= =oui1(, B = 1L et Iy = | el

2. Déterminer les solutions de I’équation homogéne associée a l’équation
(E).
Il s’agit de résoudre (H) : y' — T3y = 0 sur l'un des intervalles I
obtenu précédemment.
x

Soit a(x) = —1%5, une primitive est :

A(z) =in(| 1 —2%|) = In(\/[1 = 2%])

D’ou :

S = {wHCe_A(I),C € R} = {:cl—) \/\10—72\’0 € R}

3. Donner les solutions de l’équation différentielle sur chacun des trois
intervalles obtenus a la Q.1. (On pourra chercher une solution parti-
culiére égale a une fonction affine f(x) = ax +b).

y(x) = ax + b est solution particuliére de (E) sur l'intervalle I si et
seulement st :

Veel,(1-2?)y —ay=x&Vrel,(1-1%)a—x(ax+b) =2
Veel,—2az’+(a—brz=ra=0etb=—1

La fonction constante y = —1 est donc une solution particuliére de
(E) sur I. Dot l’ensemble des solutions de (E) :

° surh:]—oo;—l[,ylz{xH%—LCGR}

Va2—1
osurIQ:]—l;l[,Ygz{xl—)\/1(’:7—1,0611%}
o sur]l;—koo[,&%z{xr—)\/%—l,CER}
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4. Déterminer unique solution f de (E) sur]—1;1[ vérifiant f(0) = 0.

Soit f € S, alorsf(O):O@JSW—lﬁCzl.

L’unique solution f de (E) sur]—1;1[ vérifiant f(0) =0 est donc :

fix— \/1?7 —1.
5. Soit la fonction f définie sur |—1;1[ par f(x) = ——— — 1 dont on

V1—x2
note €y la courbe représentative dans un repére orthonormé.

1
(a) Calculer [@ f(z)dz.
Une primitive de f est x — Arcsin(x) — x donc :
3 1
J¢ f(x)dx = [Arcsin(z) — 2]g = § — %

(b) Donner un développement limité a l'ordre 3 de f en 0.
On utilise le DL3(0) de (1 + ) pour a = 5. On obtient :

1
Vit

D’ou, en composant par x — —x

=1-1o4322 - 3234+ o (23
A S A G

2.

1 1.2 3
i =1ttt o (@)

Enfin : f(x) = %11712 —1=32%+ mgo(mg’)

(¢c) En déduire I’équation de la tangente Ty d la courbe de f au point
d’abscisse 0. D’aprés le DL obtenu précédemment, Ty : y = 0, il
s’agit de l'aze des abscisses.

(d) Quelles sont les positions relatives de Ty et de € au voisinage
de 0 ?

%xQ > 0 donc €y est au dessus de Ty au voisinage de 0.

(e) Quelle est la parité de f ? Dy =]—1; 1] est symétrique par rapport

a0. Soit x € Dy :

fl-2) = ——= —1= f(z)

1—(—z)?
donc f est paire.

(f) Etudier les limites de f auz bornes de son intervalle de définition.

l. =1 =
Jim f(2) = lim f(z) = +oo
r>—1 <l
(9) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.
f est dérivable sur |—1;1[ comme composée de fonctions déri-

vables et :
—2x

fl(x) = (\2/11__;;2)2 - (1_12;\/1_12
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[ est donc décroissante sur |—1;0] et croissante sur |0;1].

Exercice 0.2. On pose :

1 0 0 1 0 0 0 0
E1,1—<0 O)’E1’2_(0 0>7E2,1—<1 0) 6tE2,2—<0 1)-

On rappelle que B = {E11,E12,E21,Ea2} est la base canonique de #5(R).

s . (1 0 (11
On considere les matrices I = (0 1) et A= <1 1).

On note ¢ lapplication qui, o toute matrice de #>(R), associe la matrice

(M) =AM — MA

1. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de Mo(R).

Soient (M, M') € #>(R)? et A\ €R :

G(AM + M') = AAM + M") — (AM + M")A
= MM + AM' — A\MA — M'A = \(AM — MA) + AM' — M'A
= Ap(M) + ¢(M')

Donc ¢ est linéaire, de plus Im(¢p) C #2(R) donc ¢ est bien un en-
domorphisme de #>(R).

2. Déterminer Ker(¢). Soit M = (CCL Z) € #>(R) alors :
e Kerto) & vt =araes (1 1) (4 0 = (0 0)<(} )

a+c=a+b

<a+c b+d> B <a+b a+b>© b+d=a+b

a+c b+d c+d c+d atc=c+d

b+d=c+d

c=0b d c 10 0 1
slozhea=(Lo)=ay 1)1 )
Ainsi Ker(¢) = Vect({ <(1) (1)> ) <(1) é) })

3. Déterminer la matrice B de ¢ dans la base 2.

Pour cela, il faut calculer les images des vecteurs de la base canonique
de A>(R). On obtient :
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o ¢(E11)=FEr1 —Er» o ¢(Ez1) = Ei1 — Eap
o $(Eis) = —FE11+ Ey» o $(E22)=—F12+ FEy;
0o -1 1
» ' -1 0 0 1
D’ot la matrice de ¢ dans la base B : Mat (o) = 1 0 0 -1
0 1 -1 0

4. Déterminer Im(¢).
Im(¢) = Vect({¢(Er1), ¢(E12), ¢(E2,1), d(E22)}).
Or ¢(Er) = —¢(Eap) et ¢(Er2) = —¢(Ea,1) donc :

Im(¢) = Vect({¢(Er1), p(E21))}) = Vect({ (? _01> ) (é _01> })

5. (a) Démontrer que Ker(¢) et Im(¢) sont en somme directe.
Ker(¢) et Im(¢p) sont en somme directe si et seulement si

Ker(¢) N Im(¢) = {6)/12(1&)}

Soit M € Ker(¢) NIm(o) :
o M € Ker(¢) donc :

10 0 1 A
I Ai2) €RS M =X (0 1>+)\2 (1 0>=<)\; Ai)

o M c Im(¢) donc : 3(N\3,4) € R? :

_ 0 -1 1 0\ (M —X3
M= (1 0 ) M <0 —1) - ()\3 —/\4>
Par identification des coefficients, on obtient \1 = Ao = A3 =
A =0 donc Ker(¢) N Im(p) = {6)///2(&)} et la somme est bien
directe.

(b) Vérifier que I € Ker(p). R
AL =TA done $(I) = AT —TA =0 sy et I € Ker(o).

(¢) Etablir qu’alors qu’il nexiste aucune matrice M € .#>(R) telle
que ¢(M) = 1.
S’il existait une matrice M € #2(R) telle que (M) = I alors
I € Im(¢). Or, d’aprés la question précédente, I € Ker(¢). On
aurait alors I € Ker(¢) N Im(¢) donc I = 0 4,w). Ce qui est
fauz.

6. On considére les matrices K1 = (1 _1> , Ko = (_11 _11> et

-1 1
1 -1
K3_<1 _1>.
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(a) Démontrer que la famille B’ = {A, K1, Ko, K3} est une base de
Mo(R).
card(#B') = 4 = dim(M>(R)) donc B’ est une base de M2(R) si
et seulement si elle est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R? tel que :

%
MA+ XK+ A3Ks + A3K3 = 0y r)-

Apreés résolution, on obtient \y = Ao = A3 = Ay = 0 donc B’ est
une famille libre, c’est donc une base de .#2(R).

(b) Ecrire la matrice D de ¢ dans la base %',
1l faut calculer les images par ¢ de chacune des matrices de %'.

On obtient :
° ¢p(A) = 6>/@(R) o p(K32) = 2K,
o« 6(K1) = 0 s o O(Ks) = 2K
00 0 O
Dok (e~ |0 0 00
00 0 2

Exercice 0.3. Soit f la fonction définie sur RT et a valeurs réelles telle
que pour tout x > 0 :

fz) = 292?21

1
'LL[):§

Un+1 = f(un)
1. (a) Justifier que f est dérivable sur R* et déterminer f'.

f est dérivable sur RT comme quotient de fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas.

On considére la suite (uy,) définie pour tout n € N par {

2(x+2)—(2z+1
f/(x) = ( ($)+2()2 ) = ($-|:-32)2

(b) Dresser le tableau de variation de f. Placer les réels 1 et f(1)
dans ce tableau.
f'(x) >0 sur RT donc f est strictement croissante sur R . De

_1 _ . 241 _ 2+% _
plus, f(0) =5, f(1) =1 et xgrfoo - xgrfoo Ee 2.

2. (a) Démontrer que pour tout entier naturel n, u, existe et u, € [0;1].
Soit la propriété P, :" uy, exviste et 0 < u, < 1"
Py est vraie car ug existe et ug = % € [0;1].
Supposons Py, vraie a un certain rang n € N. Alors u, existe et
un, € [0;1] or f est définie sur [0;1] donc up+1 = f(uy) eziste.
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(b)

(c)

(d)

(¢)

Par ailleurs, [ est strictement croissante sur [0;1] donc : 0 <
up < 1= f(0) < fun) < f(1) donc 0 < 1 <wppq <1

Donc P41 est vraie.

Py est vraie et P, est héréditaire donc, par principe de récur-
rence, &, est vraie pour tout n € N.

Etablir Uinégalité suivante :

Ve e [0;1],] fi(z) |< 3

Onsaitquef/(w):ﬁ. Or:0<z<1s2<+2<3.
D’od4§(aj+2)2§9et%§ﬁ§i.Az’nsi s f(z) < 3.

En déduire que pour tout n € N on a :
‘“n+1_1|§%|un_1’

Soit n € N. On sait que la fonction f est continue sur [up;1],

dérivable sur Jun; 1[ et vérifie :
Vo e [0:1],] f'(2) |< §

Donc, d’aprés l'inégalité des accroissements finis :

| flun) = f(1)|< § [un —1]

Or f(1) =1 et f(uyp) = upt1 donc :
|Un+1*1|§%|un*1’

Etablir Uinégalité suivante pour tout n € N :

‘un—1|§%x(%)”

Soit la propriété Py 7 | u, —1|< 3 x (2)"” pour n € N.

lug—1|=1 =13 x(2)° donc Py est vraie.

Supposons Py, vraie a un certain rang n € N alors :
|1 = 1< 3 Jup = T[S § x5 x ()" =5 x ()"

Donc P11 est vraie.

Py est vraie et P, est héréditaire donc, par principe de récur-
rence, &, est vraie pour tout n € N.

En déduire que (uy) est convergente et donner sa limite.

0< % < 1 donc lim% X (%)” = % x 0 = 0. Par encadrement, on
a donc lim | u, — 1 |=0 et (uy) est convergente, de limite 1.

3. Soient A,J et I les matrices carrées d’ordre 2 suivantes :

2 1 11 10
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(a)

(b)

Démontrer que J*> = 2J et en déduire J" pour tout n € N*.
. 11 11 1+1 141
2 _ _ _
On obtient J* = (1 1) X <1 1) = <1+1 1+1> =2J.
On montre alors par récurrence que J™ = 2"~1J pour n € N*.
Etablir pour tout n € N Uégalité suivante :
Ar=T+1(3"-1)J

On sait que A = I+J et on vérifie aisément que I et J commutent
(IJ =JI =1J). On peut donc appliquer la formule du binome de
Newton :

Amzu+fwzﬁfcvjwmsz+f:Gjﬁ

k=0 \ K k=1

I+ <n>2k_1J::I+(§: <”>2k—1y7
k=1 \ K k

k=1

no(n e B n (n e n
(g;_<k>2k1 k§J._12+§(gi)<k>2k1 k__<0>2oy]
=I+5(3"-1)J

=TI+

o=

Donner sous forme matricielle l’expression de A™ en fonction de

n.
qn— (143G =1) 5B3"=1) ) _ . (3"+1 3"—1
13" —1) 14+3@B"-1) 2\3" -1 3" +1

4. On note (pn) et (qn) les suites définies par :

Pour tout n € N, on pose X, = (p”>

(a)

(b)

Pn+1 = 2pn + qn

=1,q0 =2 et pour tout n € N
pO qO p ’{ qn+1:pn+2qn

an

Etablir que pour tout n € N, X,, = A" Xy.

Remarquons tout d’abord que X, 11 = AX,.

Soit la propriété &, : "X, = A"Xy".

Nous savons que A° = I donc on a bien Xog = A°Xy et Py est
vraie.

Supposons P, wvraie 4 un certain rang n € N alors :X,11 =
AX, = Ax A"Xy = A" Xy donc P41 est vraie.

Py est vraie et P, est héréditaire donc, par principe de récur-
rence, &, est vraie pour tout n € N.

En déduire l'expression de X,, en fonction de n et donner les ex-
pressions de p, et q, en fonction de n.
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3n4+1 37— 1 1
— AN _ 1
X"_AX°_2<3"—1 3"+1>X<2>

o 3”+1+2><3”—2> o <3n+1+2x3”—2>

T2 3 1492x3"+2) 2 3" —14+2x3"+2

1 3n+1_1

2 3n+1_|_1

Dot pp, = £(3" T — 1) et g, = (3" + 1) pour tout n € N.

5. (a) A laide d’un raisonnement par récurrence, établir que pour tout
entier n € N, u, = Z—:.
Soit la propriété P, : "u, = Zq’—:”.
2’—8 = % = ug donc Py est vraie.

Supposons Py, vraie a un certain rang n € N.

2XM+1 2 +
unt1 = flun) = f(Gr) = mi T o0 = gt
n

Donc P41 est vraie.
Py est vraie et PP, est héréditaire donc, par principe de récur-
rence, &, est vraie pour tout n € N.

(b) Donner ’expression de u, en fonction de n puis retrouver la li-

mite de la suite (uy).

_ Pn __ %(37”“1—1) o 3n+1_1
T ogn T F(@3ntlyr) T 3nFI4d
3"t done u, ~ 1 et limu, = 1.

Or3ntl_1 ~ 30t gp3ntlp] ~

) Un
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