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Devoir-Maison 3 - CORRECTION

Exercice 0.1. Démontrer que, pour tout n € N*, on a 21 < n! < n™.

On considére la propriété &2, : 2"t < nl < n"”.

Initialisation : Pour n =1 :
o 2l =271 =201
e 1!=1
o 11=1
Or1<1<1donc & est vraie.

Hérédité : Supposons la propriété &2, vraie & un certain rang n > 1.
Démontrons que &, est vraie.
On sait que :

e (n+1)!=(Mn+1)xn!

o 2l < pl<pn

Il vient, en multipliant membre & membre par n+1 > 0 dans ’encadrement :
2t n+1) < (n+1)! < (n+1)n"
Or:
e 1 <n<<2<n+1 donc, en multipliant chaque membre par 277! :
2t =2 x2v L <2+ 1) < (n+1)!

e(n+1N<(n+1m"<n+)xn+1)"=m+1)"tcarn<n+1
Finalement : 2" < (n + 1)! < (n + 1)"*!. La propriété &2, est donc dé-
montrée.
Conclusion : & est vraie et &, est héréditaire. Par principe de récur-
rence, la propriété &, est donc vraie pour tout n € N*.

Exercice 0.2. On souhaite démontrer par récurrence que pour tout entier
naturel n et pour tout réel x >0, on a :

(I+2)">14nz

1. La récurrence porte-t-elle sur n ? Sur x 2 Sur les deux ?
La récurrence me peut porter que sur un seul paramétre entier. Ici, il
s’agit donc de n.
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2. Enoncer Uhypothése de récurrence.
On considére la propriété &, : "Vx > 0,(14+x)" > 1+nz” pourn € N.
3. Vérifier que (1 +nz)(1+z) =1+ (n+ 1)z + na?.
A+nz)(1+z)=1+z+nr+n2z?=1+ (n+ 1)z +na?

4. Rédiger la démonstration.

Initialisation : Pour n =0 :
e (14+2)0=1
e 14+0xz=1

Or 1 > 1 donc & est vraie.

Hérédité : Supposons la propriété &2, vraie & un certain rang n > 0.
Démontrons qu’alors &,11 est vraie.
Soit z > 0. On sait que :
o (1+2)"=1+2)"(1+2)
e (1+z)">1+nzx

Il vient, en multipliant membre & membre par 1 + z > 0 dans I'inégalité :

(I+2)"x(1+4+z)>(1+nz)(l+x)
& (14+2)"™ >1+ (n+ 1)z + na?

Or 1+ (n+ 1z +nx? > 14 (n+ 1)z car nz? > 0 donc :
1+z)" >14 (n+ 1)z

La propriété &,41 est donc démontrée.
Conclusion : # est vraie et &2, est héréditaire. Par principe de récur-
rence, la propriété &2, est donc vraie pour tout n € N.

Exercice 0.3. Résoudre sur R les équations suivantes :
1. sin(a:—i— 3) = cos(%) & sin(z 4+ 3F) = sin(5 — %)
Sao+ —g 4+2k7rkeZouaz—i—?ﬂf:ﬂ—(%—%)—i—ﬂm,keZ
@5;6:7’% 2km,k €Z ou 3 = =F 4+ 2km, k€ Z
S o= T”—i-]; k€Z our =5+ SkT“,kEZ
s km km
DoncY—{T %,kEZ} {T—{—BT,ICEZ}

2. tan(2z) =1
Dy={reR2zc#5+kmkecZ={xecRa#5+k% kecl}
Six € Dy alors :
tan(2z) =1 < Zzzgg = 1% sin(2z) = sin(§ — 2x)

&2 =5 -2 +2kmk€Z oux=7— (5 —2x)+2kn, k€ Z
=3+ keZ
Done . = {% + ' ke z}
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3. cos(2z) + sin(2z) =0 & \f( 2cos(22) + fsm(Zx)) 0
& V/2(cos(%)cos(2x) + 003(4)3272(233)) 0
<:>\[cos(233—f)—0<:>2x—%=g+k7r,k:€Z
Sr=3+kI kel
Donc .&¥ = {Sl-l-kﬂ,k: € Z}

4. V/3sin(z) + cos(z) =1 & 2(\[ n(x) + %cos(x)) =1
& @sm(m) + Scos(z) = §

& sin(§)sin(x) + cos(§)cos(x) = cos(F)

& cos(x — §) = cos(5)

<:>xf% st2kmk€Zour—5=—5+2km kel

Sr=5+2kr,ke€Z our=2kn kel

Done . = {% +2k7r,k€Z}U{2k7r,k€Z}
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