Fonctions vectorielles et courbes paramétrées www.jmcabrera.net

Chap.7 : Fonctions vectorielles et
courbes paramétrées

1 Introduction

D’apres le cours de premiere année, nous savons que toute droite Z du
plan admet une représentation paramétrique de la forme :

{a::a:o—i-ta teR

y=1yo+1tb

ot (g, o) est un point de Z et (a,b) € R? est un vecteur directeur de la
droite 9.
Autrement dit, la droite 2 est I'image de I'application f : R — R? définie
par

VteR, f(t) = (zo+ ta,yo +tb).

L’exemple précédent peut s’étendre a d’autres types de courbes que les
droites.

Par exemple, le cercle de centre (g, 30) € R? et de rayon R > 0 est 'image
de l'application f : R — R? définie par

VteR, f(t) = (xo+ Rcos(t),yo+ Rsin(t))

Dans ce chapitre, nous allons voir comment étudier une courbe € définie
comme l'image d’une application f : R — R™ avec les outils de I'analyse.
Nous commencerons par étendre les résultats classiques sur les fonctions a
valeurs dans R aux fonctions a valeurs dans R™.

Nous verrons ensuite comment déterminer la tangente en un point de &
si cette derniere existe, puis nous étudierons sa position relativement a la
courbe. Nous terminerons ce chapitre en donnant une formule permettant
de calculer la longueur de la courbe % entre deux de ses points.

En physique, on peut interpréter une application f : R — R? comme le
mouvement d’un objet dans le plan se trouvant en f(t) a U'instant t.
En particulier, 'image de 'application f représente la trajectoire de 1’objet.

Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels R? et R? sont munis de leur
produit scalaire canonique (. | -) et ils sont orientés par leur base canonique.
De plus I désigne un intervalle de R.
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Dans une premieére partie nous nous intéresserons aux propriétés de base
des fonctions vectorielles (continuité, dérivabilité,...) puis dans une seconde
partie nous verrons une approche plus géométrique de ’étude de ces fonc-
tions a travers ’étude de leurs courbes représentatives.

2 Introduction aux fonctions vectorielles

2.1 Définition

Définition 2.1. Une fonction vectorielle a valeurs dans R? (resp. R3) est
une application fde I dans R? (resp. R? ).

Pour tout t € I, on peut écrire: f(t) = (x(t),y(t)) (resp. f(t) = (z(t),y(t), 2(t))).
Les fonctions x,y (et z), qui sont des fonctions de I dans R, sont appelées

les fonctions coordonnéesde f

Exemple 2.2. On considére par exemple la fonction fdéﬁm'e sur RT™ par :
F(t) = (t+n(t), e —2).
C’est une fonction de RT* dans R?.

La premiére fonction coordonnée est la fonction x : t — t+ In(t) et la
deuzieme fonction coordonnée est la fonction vy : t +— et — t2.

Remarque 2.3. La variable sera le plus souvent notée t car la principale
application de ce chapitre est, en physique, I’étude du mouvement d’un point
en fonction du temps.

2.2 Limite, continuité

Définition 2.4. Soit a € I. On dit que f admet une limite finie en a si, et
seulement si, ses fonctions coordonnées admettent une limite finie en a. On

note alors :

tim 7(t) = (tm (o). mp(0)  ( resp. i Fo) = (tim (), lim y(0) Jim 2(0)) )
Définition 2.5. Soit a € I. On dit que f est continue en a si, et seule-
ment si, ses fonctions coordonnées sont continues en a.

On dit que f est continue sur I si, et seulement si, ses fonctions coordon-

nées sont continues sur I.

Remarque 2.6. Grace aux fonctions coordonnées, on ramene donc l’étude
de la continuité de f a une étude de continuité pour des fonctions réelles
d’une variable réelle.

Exemple 2.7. La fonction f de lexemple précédent est continue sur RT*
car les fonctions coordonnées x et y sont continues sur cet intervalle.

Proposition 2.8. L’ensemble € (I,R?) (resp. € (I,R3)) des fonctions conti-
nues de I dans R? (resp. R3) est un R -espace vectoriel.
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2.3 Dérivabilité
2.3.1 Définition

Définition 2.9. Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si, et seule-
ment si, ses fonctions coordonnées sont dérivables en a. On a alors f‘;(a) =
(«'(a),y'(a)) (resp. (z'(a),y'(a), 7' (a))). On dit que f est dérivable sur I si,
et seulement si, ses fonctions coordonnées sont dérivables sur I.

Remarque 2.10. On peut aussi définir les notions de limite & droite ou a
gauche, continuité a droite ou a gauche, ainsi que dérivabilité a droite ou a
gauche, par Uintermédiaire des fonctions coordonnées.

Exemple 2.11. L’application f : R — R? définie par f(t) = (cos(t),sin(t))
est une fonction vectorielle.

On peut écrire f = (x,y) ou les fonctions x : R — R et y : R — R sont
définies par x(t) = cos(t) et y(t) = sin(t).

Si le déplacement d’un objet dans R™ est décrit par une fonction vectorielle
f: I — R"™ de classe €', alors f'(a) représente le vecteur vitesse de l’objet
a la position f(a).

En reprenant ’exemple ci-dessus, on a la représentation suivante :

Définition 2.12. On dit que f est de classe €%(k € NU {+00}) sur I si,
et seulement si, toutes ses fonctions coordonnées sont de classe €% sur I.
De plus, si f est de classe €*(k € N) sur I, alors pour tout t € I :

@ = (290,90@)  (resp. (2®), 50 (0),20)))

2.3.2 Propriétés

Les propriétés suivantes découlent pour la plupart directement des pro-
priétés des fonctions a valeurs réelles.
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Proposition 2.13. L’ensemble €* (I,R?) (resp. €* (I, R3)) des fonctions
de classe €% définies sur I et d valeurs dans R? (resp. R3) est un R -espace

vectoriel.

Proposition 2.14. Soient f et § deux fonctions dérivables de I dans R?
ou R? et ¢ une fonction dérivable de I dans R. —(f + ' =f+3q Ve

R, (Af) = Af' —of est dérivable sur I et (of) =¢'f+ of

Proposition 2.15. Soient fet G deuz fonctions de classe €' sur I d valeurs
dans R?. Alors les fonctions :

o (f1):t=(fl)|4t)
o |fl:t= O
o det(f,7):t— det(f(t), 1))
sont de classe €' sur I et :
« (Flgy={("13)+(F17)
- |17y = 7]
. det(f,g) :det<f )—i—det(fg/)

Preuve :

Remarque 2.16. On peut adapter la dérivée du produit scalaire ou de la
norme aux fonctions d valeurs dans R3 et on peut étendre la dérivation du

déterminant au déterminant de trois fonctions vectorielles a valeurs dans
R3.

Proposition 2.17. Soient fet G deuz fonctions de classe €1 sur I d valeurs
dans R3.
Alors la fonction f NG :tw f(t) AG(t) est de classe €1 sur I et :

(NG = NG+FAG

hy
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2.3.3 Développements limités

Dans cette partie n est égal soit a 2 soit a 3 .

Définition 2.18. Soit fune fonction vectorielle de I dans R™, ¢ une fonc-
tion de I dans R et tg € I.

On dit que f est négligeable devant ¢ au voisinage de ty, et on note
f;_o:to(go), st, et seulement si, les fonctions coordonnées de fsont négligeables

devant ¢ au voisinage de tg.

Définition 2.19. Soit fune fonction de I dans R™ et tg € R tel que f est
définie au voisinage de tg.

On dit que f admet un développement limité d’ordre p au voisinage
de tg s’il existe (50, .. ,gp) €ER™ x R™ x ... x R" tels que au voisinage de
to :

F(t) = bo + by (t —to) + ba (t —to)2 + ...+ by (t — to)P + & ((t — t0)P)

Proposition 2.20. Soit z et y( et z) les fonctions coordonnées de f.
fadmet un développement limité d’ordre p au voisinage de ty si, et seulement
si, et y( et z) admettent des développements limités d’ordre p au voisinage
de to.

De plus la partie réguliére du développement limité de x (resp. y et z) est
la premiére (resp. deuxiéme et troisiéme) fonction coordonnée de la partie
réquliére du développement limité de f

Cette propriété signifie que pour trouver le développement limité d’une
fonction vectorielle il suffit de déterminer les développements limités des
fonctions coordonnées.

Une nouvelle fois, on ramene donc les calculs & des calculs sur des fonctions
réelles d’une variable réelle.

Application 2.21. Déterminer le développement limité a 'ordre 8 au voi-
sinage de 0 de la fonction vectorielle définie par f(t) = (cos(t),sin(t)).

Application 2.22. Déterminer le développement limité a l'ordre 3 au voi-
sinage de 0 de la fonction vectorielle définie par :

f:t— (cos(2t),sin(3t))
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Théoréme 2.23. Formule de Taylor-Young
Si f est une fonction de classe €P sur un intervalle I et si tg € I alors f
admet un développement limité d’ordre p au voisinage de tgy :

P o sk
iy =3 00 70 ) 4 (1 — 1))

= K

3 Courbes définies par une représentation para-
métrique

Dans toute la suite du chapitre on munit le plan d’un repere orthonormal
(O;7,7) et 'espace d’'un repere orthonormal (O;7, 7, k).

Représentation d’une fonction vectorielle : les fonctions réelles
d’une variable réelle pouvaient étre représentées dans le plan en tracant
I’ensemble des points de coordonnées (z, f(x)).

Pour les fonctions vectorielles, le mode de représentation est différent : on
trace I’ensemble des points M (t) de coordonnées (x(t),y(t))( resp. (z(t), y(t), z(t)))
outel.

Le parametre t n’apparait pas de fagon visible sur la représentation gra-
phique.

Exemple 3.1. Représentation d’une strophoide : courbe représentative de

. 1—2 t(1-12)
la fonction t — (Htg, = )
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=

P 2

---1yl(t)

3.1 Représentation paramétrique
3.1.1 Vocabulaire

Définition 3.2. Une courbe paramétrée (ou un arc paramétré) ' du plan
ou de l’espace est la donnée d’un intervalle I de R et d’une fonction f de I
dans R? ou R3.

La fonction fs’appelle un paramétrage de la courbe. Pour toutt € I, on

—

définit le point de paramétre t, souvent noté M(t), en posant f(t) = OM(t).
Le point M(t) est aussi appelé point courant de la courbe I.

=

Définition 3.3. Soit I' = (I, f) une courbe paramétrée.

Les fonctions coordonnées de f,x,y et éventuellement z, vérifient pour tout
tel:

OM(t§ = f(t) = 2()T+ y(O)J(+2(0)E)

Le point courant M (t) a donc pour coordonnées (z(t),y(t), z(t)).
La donnée des applications x,y et éventuellement z, s’appelle une repré-
sentation paramétrique en coordonnées cartésiennes de la courbe I'.

Remarque 3.4. Secules les représentations paramétriques en coordonnées
cartésiennes sont au programme, on pourra donc simplement dire "repré-
sentation paramétrique de la courbe I'".

Application 3.5. On considére la courbe paramétrée dont une représenta-
x(t) = cos(2t)
y(t) = sin(3t)
Placer les points suivants :

M(0), M (), M (2m), M (3m), M (5), M (), M (3), M (3),
M (3), M (%) M (Y7) M (=), M (5F) et M (=F)

tion paramétrique est : { ,teR.
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3.1.2 Réduction du domaine d’étude d’une courbe plane

On considére une courbe paramétrée plane I, f un paramétrage et x et

y une représentation paramétrique en coordonnées cartésiennes.
e Si x et y sont T -périodiques alors il suffit d’effectuer ’étude sur un
intervalle de longueur T' (par exemple [0; 7] ou [—%; %D pour obtenir

toute la courbe.

e Symétries : on teste I'un des changements de variable du tableau sui-
vant et si on obtient un résultat "remarquable" on réduit 'intervalle

d’étude :
Intervalle d’origine | Changement de variable | Intervalle réduit
[—a; alou] — oo; +00] o(t) =—t [0; a] ou [0;4o00[
[0 a] pt) =a—t [0; 5]
]0; +o0] p(t) =1 0; 1]

Puis, pour obtenir la courbe sur tout le domaine de définition on utilise
le tableau suivant qui donne les propriété géométrique de la courbe en
fonction du résultat obtenu par 'un des changement de variable du
tableau précédent :
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Résultat remarquable | Propriété de la courbe Schéma
)
) M(t) = M{p(t))
0 = . ( ~_
2(p(t) = z(t) Superposition de la courbe we) TL
; 0 x(t) T
u(() = ylt) |
Y
M(#)
MO —
r(p(t)) = x(l) Svmeétrie par rapport a l'axe 1
‘ Ox 0 .rdt] T
_ (Ox) -yt F-—-+
y(p(t)) = —uy(l) M(g(t)
Y
M ((t)) M (t)
r(e(t)) = —x(t) Symétrie par rapport a I'axe Loyl |
(Oy) —z(t) 0 z(t) T
y(p(t)) = yll)

Résultat remarquable

Propriété de la courbe

Schéma

z(p(t)) = —=(t)
y(p(t)) = —y(t)

Symeétrie centrale par rap-
port & l'origine O

z(p(t) = y(t)

Symétrie par rapport a la
premiére bissectrice

y(e(t)) = z(¢) y(t) =) ¥
Y
v +HE _ﬂ._fﬁi(z)j
z(p(t)) = a4+ z(t) | Translation de vecteur o/ = u(t) Tﬂrr-?:
[Q_ 3) : :
Y1) = B+ y(0) DRECEDETE

trique est :

x(t) = cos(2t)
y(t) = sin(3t)

dier la courbe ¢

Application 3.6. Reprenons la courbe dont une représentation paramé-

,t € R. Sur quel domaine d’étude suffit-il d’étu-
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Application 3.7. On considére la courbe paramétrée donnée par le para-

z(t) = o=
métrage suivant : ®) ttéLl ,teR
y(t) = ag

Sur quel domaine d’étude suffit-il d’étudier la courbe ?

3.2 Tangente en un point

3.2.1 Définitions et propriétés

—

Définition 3.8. Soit I' = (I, f) une courbe paramétrée et to € I.

o —

e Le point courant M (ty) de T' est dit régulier lorsque [ (to) # 0.
Si tous les points de I' sont réguliers on dit que la courbe est régu-
liére.

e Le point courant M (tg) d_e) I' est dit singulier ou stationnaire si,
et seulement si, f' (ty) = 0
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Méthode 3.9. Pour trouver les points singuliers ou stationncﬂﬁes d’une
courbe il faut déterminer les valeurs de t pour lesquelles f'(t) = 0.

2'(t) =0
Il faut donc résoudre le systéeme : ¢ y'(t) =0 .
Z(t)=0

Application 3.10. On considére la courbe paramétrée dont une représen-
tation paramétrique est :

x(t) = cos3(t)
{ y(t) =sind(r) * TEF

Déterminer le ou les points singuliers de cette courbe.

—

Définition 3.11. Soit I' = (I, f) une courbe paramétrée et ty € I.

La tangente a I' au point de parametre tg est la limite des sécantes a la
courbe passant par M (to).

La limite des sécantes peut étre différente & gauche et a droite. On définit
dans ce cas des demi-tangentes qui sont des demi-droites.

y,\

~
8
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—

Proposition 3.12. Soit I' = (I, ) une courbe paramétrée et ty € I.
Si M (to) un point régulier de T', alors la tangente a T’ au point M (to) est

_>
la droite passant par M (to) et de direction f’ (to).

Preuve :

—

Proposition 3.13. Soit I' = (I, f) une courbe paramétrée et ty € I. Soit
M (to) un point singulier de T'. On suppose qu’il existe un plus petit entier
p tel que f) (to) # 0 Alors la tangente a T' au point M (to) est la droite
passant par M (to) et de direction f®) (ty).

Remarque 3.14. Si les dérivées a droite et a gauche sont différentes, la
valeur des premiéres dérivées a gauche ou a droite non nulles, nous donne
les vecteurs directeurs des demi-tangentes.

Méthode 3.15. o [l est parfois astucieux d’utiliser les développements
limités pour déterminer un vecteur directeur de la tangente : il suffit
de trouver le premier terme non nul aprés le terme constant, et le
coefficient de tP est alors un vecteur directeur de la tangente.

e Dans le plan, pour obtenir une équation de la tangente a I' au point
M (to) il suffit d’écrire

x —z (to) 2P (to)

y—y(to) v (o) | "

e Dans l’espace, un systeme d’équations paramétriques de la tangente a
I’ au point M (to) est :

=z (tg) t + z (tg)

y =y (to) t +y (to)
z =20 (to) t + z (to)

Application 3.16. Donner un vecteur directeur de la tangente a la courbe
paramétrée ([—m;ml, f) avec f:t+ (cos(2t),sin(3t)) au point M(0).

TSI2-Lycée Antonin Artaud 12 Page 12/18



Fonctions vectorielles et courbes paramétrées www.jmcabrera.net

Application 3.17. On reprend la courbe paramétrée dont une représenta-
z(t) = cos?(t)
y(t) = sin®(t)
Déterminer une équation cartésienne de la tangente au point M (%)

tion paramétrique est : { ,teR.

Méthode 3.18. Les points ot la tangente est horizontale ou verticale sont
intéressants d déterminer afin de pouvoir tracer l'allure de la courbe T'.
Nous dirons que ces points sont des points remarquables.

1l faut donc bien savoir les repérer :

o La tangente sera horizontale lorsqu’un vecteur directeur de la tangente
a pour coordonnées (a,0) (aveca # 0).
Pour un point régulier cela signifie que y' (to) = 0 et 2’ (tg) # 0.

e La tangente sera verticale lorsqu’un vecteur directeur de la tangente a
pour coordonnées (0, 3) ( avec B # 0).
Pour un point régulier cela signifie que x' (tg) =0 ety (tg) # 0

Interprétation cinématique de la dérivée :
Une application tres concréte de ce chapitre est, en mécanique, 1’étude du
mouvement d’un point mobile.
Dans ce cas :
o M (t) défini par OM(t; = f(t), représente la position du point &
I'instant .
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—

e La courbe I' = (I, f(t)) s’appelle la trajectoire du point mobile.

o f(to) est la vitesse instantanée du point et elle est souvent notée

7 (to).

o f"(ty) est Paccélération instantanée du point et elle est souvent

notée d (tp).

3.2.2 Position locale d’une courbe plane par rapport a sa tan-

gente

Méthode 3.19. On cherche les développements limités de x et y au voisi-

nage de ty.

On choisit lordre des développements limités de fagon da pouvoir écrire :

— —

Ft) = Flto) + Ty (t —to)” + ...+ T, (t — to)* + o ((t — t)?)

avec (U, Uy) famille libre.

Suivant les valeurs de p et g on obtient les allures suivantes :

Si p est impair et g est pair :

Point ordinaire

Sip et g sont impairs :

Point d’inflexion

Si p est pair et g est impair :

Point de rebroussement de premiere espece

Sip et g sont pairs :

Point de rebroussement de deuxiéme espece

Remarque 3.20. e Pour un point régulier, v, = f7 (to) donc les points
réguliers sont soit des points ordinaires soit des points d’inflexion.

o (lette étude est surtout utile pour les point singulier car, pour un point
singulier le tableau de variation ne permet pas d’avoir le vecteur tan-

gent.
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Application 3.21. Reprenons la courbe définie par le paramétrage :

x(t) = cos3(t)
{ y(t) = sind(t) ' K

Quelle est lallure de la courbe au voisinage du point M(0) ¢

3.3 Exemples d’étude compléete

Méthode 3.22. Tracer une courbe paramétrée du plan.

On considére une courbe paramétrée par f : I — R? que l'on suppose de
classe €.
On souhaite tracer ’ensemble f(I). On note f = (z,y).

1. On détermine ’ensemble de définition de f et on essaye de restreindre
Uintervalle d’étude (voir la partie précédente).

2. On dresse le tableau de variations de x ety sur I. a) On justifie que
les fonctions x et y sont dérivables. b) On détermine les réels t € I
vérifiant 2'(t) = 0 ou y'(t) = 0. ¢) On dresse le tableau de signes de
x' ety. d) On en déduit le tableau de variations de x ety sur 1.

3. On détermine les tangentes d la courbe paramétrée a chaque point f(t)
pour les valeurs de t € I apparaissant dans le tableau de variations.

4. On trace la courbe :

(a) On place sur le graphique les différents points f(t) pour les valeurs
de t € I apparaissant dans le tableau de variations.

(b) On trace en ces points les tangentes a la courbe paramétrée.

(c) On relie les points en respectant les tangentes et le sens de varia-
tion des fonctions x et y
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5. Afin d’obtenir toute la courbe, on effectue les transformations qui nous
ont permis de restreindre ’intervalle d’étude.

Application 3.23. Etudier la courbe définie par le paramétrage :

x(t) = cos(t)
{ y(t) = sind(t) " ¥

Application 3.24. Tracer lallure de la courbe définie par le paramétrage :

x(t) = cos(2t)
y(t) =sin(3t) -
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4 Longueur d’un arc paramétré

Définition 4.1. Soit I' une courbe du plan ou de l’espace, fun paramétrage
défini sur Uintervalle I et t1 et to deux éléments de I tels que t1 < ts.
On appelle longueur de l’arc M (t1) M (t2) de T le réel :

to
L =

7(t) H dt.

t1

Proposition 4.2. Soit z,y et z un paramétrage en coordonnées cartésiennes
deT.
La longueur de l'arc M (t1) M (t2) est :

L= [P+ wor + o) @

Définition 4.3. Soit I' une courbe du plan ou de l’espace et f un paramé-
trage défini sur lintervalle 1.

On appelle longueur de la courbe T', lorsqu’elle existe, le réel [; ‘

f’(t)H dt.

Application 4.4. On considére la courbe paramétrée par f : R — R? définie
par :
VteR, f(t) = (cos(t),sin(t))

Calculer la longueur de Uarc M(0)M (27).

Application 4.5. Calculer la longueur de la courbe définie par le paramé-
trage en coordonnées cartésiennes suivant :
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