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Pour le ler octobre 2021
Devoir-Maison 4 - CORRECTION

arctan(t)
t2 .

1. Déterminer les plus grands intervalles sur lesquels f est continue.
La fonction arctan est continue sur R, donc f est continue sur|—o0; 0]
et sur |0; +o00].

Exercice 0.1. On considére la fonction f :t +—

2. Montrer que l’intégrale impropre f1+°° f(t)dt est de méme nature que

1 (1422
Indicin?;b')n : on pourra faire une intégration par parties sur le segment
[1; 2] avec x > 1.

La fonction f est continue sur [1;-+0c [, donc Uintégrale [ f(t)dt
n’est impropre qu’en +oo.
Les différentes fonctions étant de classe €' sur [1;x], on effectue une
intégration par parties sur le segment [1;x], (ot xz > 1 est fixé) :

S feydt = [=ge] o ot

T arctan(z)

1
4 z + fla: t(1+t2)dt

s

. . t s - s
Puisque limg_s 4 0o %n(x) = 0 (arctan étant bornée par 5), on en dé-

duit que x£r+noo Ji f(t)dt existe dans R si et seulement si xll\f}rloo i ey 4t

existe dans R.
Les intégrales impropres [;°° f(t)dt et [;™° mdt sont donc de
meéme nature.

3. Déterminer trois réels a,b, c tels que

1 a bt+c
VE>1, —— =4 —
- t(1+412) t+1+t2

Pour tous réels a,b,c, on a :

2
V¢ > 1’ % + bt+c _ (a+b)t*+ct+a

1+t2 = t(1+t2)
donc cette fraction est égale a m pour tout t si et seulement si
a+b=0
c=0 , ¢’est-a-dire (a,b,c) = (1,—1,0).
a=1
On a donc : ¥t >1, — =1 L

t(1+t2) t T 1+t2
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4. En déduire que [;*> f(t)dt converge et calculer sa valeur.

La décomposition précédemment obtenue permet de calculer [{ mdt :

1 Tl ¢ 1 In(2)
- dt=f (- )dt=In(2) - - (1+22)+
/1 (1 +2) /1 (t 1+t2) n(@) -5 n(l+a?) + 2

Enfin, on passe d la limite lorsque x — 400 :

In(z) — %ln (1+ 2?) = In(z) — % <ln (xz) + In (1 + w%))
Im(1+%) — 0

donc :

/I arctan(t) P arctan(z) /w 1 m  In(2)
1 1 t(

dt = —
1—i—t2) x—>+004+ 2

12 4 x

In(2)
5 -

ce qui montre que l'intégrale 1+°° f(t)dt converge et vaut § +

5. Pouwait-on prévoir dés le début que l'intégrale 1+°° f(t)dt converge ?
Indication : on pourra utiliser un équivalent de f en +o00.
Oui, on pouvait prévoir la convergence de l’intégrale f1+°° f(t)dt, car f
+oo WTQQ

est continue sur [1;+oo] et f(t) ot t% >0, et [] dt converge
—+00

(exemple de Riemann avec v =2 >1 ).

6. Etudier la convergence de l’intégrale fol f(t)de.

On a f(t) ~, &= >0, et fol% dt diverge, donc d’aprés le critére
t—0

des équivalents, fol f(t)dt diverge.

7. Etudier la convergence de intégrale 0+°° f(t)de.
Puisque l'intégrale fol f(t)dt diverge, on en déduit que l’intégrale dou-
blement impropre [;7° f(t)dt diverge.
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