Représentation matricielle d’une A.L. www.jmcabrera.net

Chap.41 : Représentation matricielle
d’une application linéaire

Dans ce chapitre, K désignera R ou C. Un élément de K est appelé un
scalaire.
E et F désigneront deux K—espaces vectoriels de dimension finie avec :

dim(E) =p e Net dim(F)=n¢€N.

1 Matrice associée a une application linéaire.

a
Définition 1.1. Soient 8 = {?1, - ?p} une base de E et ' = {71, ey ?n}
une base de F'.
Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu’une application linéaire f €
Z(E,F) est entierement déterminée par l'image des vecteurs de A.
Soient des coefficients a;; tels que pour tout j € [1,p], on a :

F(@5) = g ai; 1

On appelle matrice de Uapplication linéaire f relativement auz bases B
et B', la matrice :

a1 a2 0 Arp-1 Alp
a1 a2 -+ G2p-1 A2p
A= Matggm(f) = (aij)i<i<n = : .
1<j<p
an,1 Gn2 -~ dnp-1 dnp
Dans cette matrice, a; j désigne la i*™¢ coordonnées du vecteur f(?j) dans

la base {71,...,?n}.

Proposition 1.2. Avec les notations de la définition 1.1 :

x
e si X =| : | estla matrice colonne des coordonnées d’un vecteur 2
Zp
dans B ;
n
e si Y = | : | estla matrice colonne des coordonnées de f(?) dans
Yn
A ;
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alors :
Y = AX

Méthode 1.3. Pour écrire la matrice de f € L (E,F) dans les bases B
et Br :

1. on détermine les images par f de chaque vecteur de la base Bg ;

2. on exprime ces images dans la base B ;

3. on écrit en colonnes les coordonnées obtenues.
R3 — R?
(x,y,2) = 2z + 2,3z — 4y)

On admet que f est linéaire. Ecrire la matrice de f relativement aux bases
canoniques de R? et de R2.

Application 1.4. Soit f : {

Rg [X] — RQ [X]
P— P ’

On admet que f est linéaire. Ecrire la matrice de f relativement auz bases
canoniques de Rz [X] et de Ro [X].

Application 1.5. Soit f: {

Application 1.6. Soient f € Z(R?) et € la base canonique de R3. On a :

Matyo(f)=|—-1 1 1
1 1 -1

1. Déterminer l'expression analytique de f.

2. Déterminer une base de Ker(f).
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3. Déterminer une base de Im(f).

Ks [X] — K3 [X]
P—2(X2-X+4+1)P—(X3+1)P(X +1) ~
On admet que v € Z (Ko [X], K3 [X]).

Ecrire la matrice de u dans les bases canoniques de Ko [X] et K3 [X].

Application 1.7. Soit u :

Application 1.8. Soit 0 € R.
On considére C comme un R—espace vectoriel de base B = {1,i}.

Soit Uapplication : f : { S:;CQZ .

1. Démontrer que f € Z(C).

2. Ecrire la matrice de f dans la base A.

Proposition 1.9. Avec les notions de la définition 1.1, Uapplication :

b Zx(E,F) — My, p(K)
| f— Matg e (f)

est un isomorphisme de K—espaces-vectoriels. On en déduit :
dim(Zx(E, F)) = dim( My p(K)) =n xp
Soit une matriceA € My, p(K), Uapplication f € Zx(E, F) telle que
f=v"(4)
est appelée l'application linéaire associée a A dans les bases B et HB'.

Remarque 1.10. En particulier, si A = Matg gz (f), B = Matg z(g) et
st A € K alors :
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Matgg (f + Ag) = Maty g (f) + AMatg, g (9)

Proposition 1.11. Matrice d’une composée
Soient E, F et G des espaces vectoriels de dimension finie de bases respec-

tives B, B et B".
Soient f € L(E,F) et g € Z(F,G), alors :

Mat%”gg//(g o f) = Mat%/7%//(g) X Matt%’gg/(f)

2 Rang d’une matrice

Définition 2.1. Soit A € 4, ,(K). On appelle application linéaire ca-
noniquement associée a A, lapplication linéaire f : KP — K" dont la
matrice relativement aux bases canoniques de KP et de K™ est A.

On appelle rang de la matrice A le rang de cette application linéaire
associée. On note :

rg(A) = rg(f) = dim(Im(f)

1 1 2
Application 2.2. Soit A=| 0 1 1 |. Déterminer le rang de A.
-2 1 -1

Théoréme 2.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions res-
pectives p et n. Le rang d’une application linéaire f € L (E,F) est égal au
rang de sa matrice dans n’importe quelles bases B et B’ de E et I :

rg(f) = rg(Matsp g (f))

Cela signifie en particulier que le rang de f ne dépend pas des bases X et
P’ choisies.
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3 Changement de base

3.1 DMatrice de passage d’une base a une autre

Définition 3.1. On note B = {€1,..., €} et B = {?1,---,?71} deux

bases d’un méme K—espace vectoriel E.
On appelle matrice de passage de la base B a la base ' la matrice de
Uapplication idg relativement auz bases B’ et B :

p].,]. e p]-’] e p].,TL
) p2’1 . p2J . p2’n

Pp g = Matg z(idp) = | . . . .
Pni1 - Pnj °° DPnn

n
st pour j € ﬂl;nﬂafjg‘ = .leivj?i
1=

Application 3.2. Soit E = Ry [X]. On considére

¢ ={1,X,X?} et Z={1,X—-1,(X-1)?}

deux bases de F.
Donner la matrice de passage :
1. de # a €.

2. de € a A.

Proposition 3.3. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie, et
B, B deux bases de E.
Alors Pg g est inversible et :

Pyly = Po.s

Preuve :
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3.2 Effets d’un changement de base

Proposition 3.4. Sur les coordonnées d’un vecteur.
Soit E un K—espace vectoriel de dimension n et Z € E. Soient B, %' deux
bases de E.

On note :
o (x1,...,x,) les coordonnées de 2 dans la base B

o (2),...,2]) les coordonnées de @ dans la base B’

Il Ty
Soient X = | 1 | et X' = : les matrices colonnes respectives des
Tn, xl,
coordonnées de @ dan ces deuz bases.
Alors :
X =Py pX'

En d’autres termes, Pg g permet d’aller de la nouvelle base (#') a Uan-
cienne base (AB).

Application 3.5. Soient U1 = (1,2,0), @y = (0,2,1) et U3 = (1,1,1)
exprimés dans la base canonique € de R3.
1. Démontrer que B = {71,72,73} est une base de R3, puis écrire
ng’cg.
2. Exprimer les coordonnées de W = (1,4,7) (donné dans €) dans la
base 4.

Proposition 3.6. Sur la matrice d’une application linéaire.
Soit f € L(E,F),Br, By deuz bases de E, B, By deux bases de F.

Matg g (f) = (Pap.2,)"" x Matgy, 2,.(f) X P, 2,

Preuve :
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Proposition 3.7. Soient f € %k (E) un endomorphisme de E, B et B’
deux bases de E. Alors :

Matg (f) = (Pa.a)"" x Mat(f) x Pga

Définition 3.8. Deuxr matrices A et B sont dites semblables lorsqu’il
existe une matrice inversible P telle que :

B=PlAP

Ro [X] — Ry [X]
P=aX?+bX +cr (3c—b+a)+ (2c+a)X +aX?
On admet que f € L (Rg [X]) et on note B la base canonique de Ro [X].
1. Ecrire la matrice A de f dans .
2. Soient PBp=1+X+ X2 P=X+X?etP,=1+X.
(a) Démontrer que B' = { Py, P1, Py} est une base de Ry [X].
(b) Ecrire la matrice de passage Py g de B o B’
-1 1 -1
3. On admet que | =1 1 0 | est linverse de Py g . Déterminer la
2 -1 1
matrice A’ de f dans %#'.
4. f est-il un automorphisme de Ry [X] ¢

Application 3.9. Soit f :

2
_5 _
2

(S]]

Application 3.10. Soit f € Z(R?) de matrice A = <

> dans la

wino

base canonique € de R?.

On donne U1 = (—2,3) et Uy = (—2,5).
1. Démontrer que B = {1, Ua} est une base de R
2. Déterminer la matrice de f dans la base AB.
3. Démontrer que f est un automorphisme de R?.

4. En déduire le calcul de A™ pour n € N,
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4 Matrices d’endomorphismes particuliers

Proposition 4.1. Homothétie. Soit E un K—espace vectoriel de dimen-
sionn et A € K.
Dans toute base de E, la matrice de I’homothétie vectorielle h) est :

XN O --- 0

0 A - 0
Matg(h)=1|. . | =),

0 0 --- )\

Proposition 4.2. Projecteurs. Soit E = F & G un K—espace vectoriel de
dimension n tel que dim(F) =r et dim(G) =n —r.

On sait que si By et Bg sont des bases de F et de G alors B = (Br, Bc)
est une base de F.

Dans la base B, la matrice du projecteur p sur F parallélement ¢ G est :

1, [
M(Lt — T rn—r
() <0n_m« Onr )
Proposition 4.3. Symétries. Soit E = F & G un K—espace vectoriel de
dimension n tel que dim(F) =r et dim(G) =n —r.
On sait que si Br et B sont des bases de F et de G alors B = (Br, Bc)
est une base de F.

Dans la base A, la matrice de la symétrie s par rapport a F parallélement
a G est:

I Opn
Matz(s) = <0nTM —IZ)
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