
Polynômes www.jmcabrera.net

Chap.36 : Polynômes

Dans ce chapitre, K désignera R ou C. Un élément de K est appelé un
scalaire.

1 Polynôme à une indéterminée

1.1 Définitions

Définition 1.1. On appelle polynôme à une indéterminée dans K toute
expression de la forme :

P (X) = a0 + a1X + ...+ anX
n =

n∑
i=0

aiX
i

Les ai ∈ K sont appelés les coefficients du polynôme P .
Les termes aiX

i sont appelés les monômes du polynôme.
On note K [X] l’ensemble des polynômes à une indéterminée dans K.
P (X) = 0 est appelé le polynôme nul.
P (X) = 1 est appelé le polynôme unité.
P (X) = a0 avec a0 ∈ K est appelé polynôme constant.

Remarque 1.2. L’intérêt de l’introduction de la notion mathématique de
"polynôme formel" réside principalement dans les différents rôles que l’on
peut assigner à l’indéterminée X : ce peut être une matrice, une fonction,
une application linéaire, une variable aléatoire...on peut remplacer X par
tout élément dont on peut déterminer les puissances.
En mathématiques, le polynôme P (X) = X2 − 3X + 2 et la fonction poly-
nomiale f : x 7→ x2 − 3x+ 2 désignent deux objets différents.
On identifie parfois les deux, mais il s’agit alors d’un abus de notation (au-
torisé).

Définition 1.3. Soit P =
n∑

i=0
aiX

i ∈ K [X] un polynôme non nul. On ap-

pelle degré de P le plus grand indice i ∈ J0, nK tel que ai 6= 0.
Le degré d’un polynôme non nul P est noté deg(P ).
Le coefficient du monôme de plus haut degré est appelé coefficient domi-
nant du polynôme.
Un polynôme de coefficient dominant égal à 1 est dit unitaire.
Par convention, le degré du polynôme nul est −∞.
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Définition 1.4. L’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n ∈
N∗ est noté Kn [X].

Exemple 1.5. • Le polynôme P = 1− 2X + 3X2− 5X6 est de degré 6,
on note deg(P ) = 6. Son coefficient dominant est a6 = 5.
• Les polynômes de degré 0 sont les polynômes non nuls constants :
P = a0 où a0 ∈ K∗.

1.2 Opérations

Dans tout ce qui suit, P =
p∑

i=0
aiX

i et Q =
q∑

i=0
biX

i désignent deux

polynômes de K [X].

Définition 1.6. • La somme de P et de Q est le polynôme noté P +Q
défini par :

P +Q =
max(p,q)∑

i=0
(ai + bi)Xi

• Soit λ ∈ K, le polynôme λP est défini par :

λP =
p∑

i=0
(λai)Xi

• Le produit de P et de Q est le polynôme noté PQ défini par :

PQ =
p+q∑
i=0

ciX
i

avec ci =
∑

m+n=i
ambn =

i∑
k=0

akbi−k avec
{
ak = 0 si k > p
bk = 0 si k > q

Application 1.7. Soit P = 1−3X+4X2 et Q = 2+X+2X2 +X3. Écrire
le polynôme PQ et déterminer deg(PQ).
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Proposition 1.8. • deg(p + Q) ≤ max(deg(P ), deg(Q)) avec égalité si
deg(P ) 6= deg(Q) ;
• si λ ∈ K∗ alors deg(λP ) = deg(P ) ;
• deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q)

Exemple 1.9. • Pour P = 4 + 2X − X2 et Q = 3 + X − X2, on a
deg(P ) = 2, deg(Q) = 2 et deg(P +Q) ≤ max(2, 2) = 2.
En fait, ici deg(P +Q) = 2.
deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q) = 2 + 2 = 4.
• Pour P = 4+2X−X2 et Q = 3+X+X2, on a deg(P ) = 2, deg(Q) = 2
et deg(P +Q) ≤ max(2, 2) = 2.
En fait, ici deg(P +Q) = 1.

Application 1.10. Dans chacun des cas, déterminer le degré des polynômes
P +Q et PQ :

1. P = 4X3 −X2 +X − 2 et Q = −4X3 +X2 + 5X − 4
2. P = 2X3 − 2X2 +X − 2 et Q = −2X3 +X2 + 5X − 4
3. P = 3X4 − 2X2 +X − 2 et Q = 4X4 +X2 + 5X − 4
4. P = 2X4 − 2X2 +X − 2 et Q = −2X3 +X2 + 5X − 4

Définition 1.11. Composée de deux polynômes
Soient P =

p∑
i=0

aiX
i et Q =

q∑
i=0

biX
i. On appelle polynôme composé de P

et Q le polynôme noté P ◦Q ou P (Q) défini par :

P ◦Q = P (Q) = a0 + a1Q+ a2Q
2 + ...+ apQ

p =
p∑

i=0
aiQ

i

Application 1.12. Soient P = X2−1 et Q = X2+X. Écrire les polynômes
P ◦Q et Q ◦ P .
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Proposition 1.13. Si Q n’est pas le polynôme nul alors :

deg(P ◦Q) = deg(P )× deg(Q).

1.3 Fonction polynomiale associée

Définition 1.14. P =
p∑

i=0
aiX

i ∈ K [X]. On appelle fonction polyno-

miale associée au polynôme P la fonction f définie sur K par :

f :


K→ K

x 7→
p∑

i=0
aix

i

On note parfois P̃ la fonction polynomiale associée au polynôme P .
Lorsque K = R, on retrouve les fonctions polynomiales connues.

Proposition 1.15. Soit P un polynôme de K [X]. La fonction polynômiale
associée à P est la fonction nulle si, et seulement si, tous les coefficients de
P sont nuls.

2 Arithmétique dans K [X]
2.1 Divisibilité

Définition 2.1. Soient A et B deux polynômes de K [X]. On dit que :
• A est un multiple de B lorsqu’il existe Q ∈ K [X] tel que A = B×Q ;
• B est un diviseur de A lorsque A est un multiple de B. On notera
B | A.

Proposition 2.2. Soit P ∈ K [X] un polynôme non nul.
• P est divisible par tous les polynômes constants non nuls et par ceux
de la forme λP avec λ ∈ K.
• Les diviseurs de P ont tous un degré inférieur ou égal à celui de P .

Application 2.3. Soit A = 2X3 +X2 − 13X + 6 et B = 2X2 + 5X − 3.
Démontrer que B est un diviseur de A.
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2.2 Division euclidienne

Théorème 2.4. Soient A et B deux polynômes de K [X] avec B 6= 0.
Il existe un unique couple de polynômes (Q,R) ∈ (K [X])2 tel que :
• A = BQ+R et
• deg(R) < deg(B)

Q et R sont respectivement appelés le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B.

Proposition 2.5. Soient A et B deux polynômes de K [X] avec B 6= 0.

B divise A ⇔ le reste de la division euclidienne de A par B est nul

Méthode 2.6. Vidéo : Exemple en ligne.

Application 2.7. Effectuer la division euclidienne de

A = 2X4 +X3 −X2 +X + 1 par B = 2X2 −X − 2.

A est-il un multiple de B ?

Application 2.8. Effectuer la division euclidienne de A = 2X3 + X2 −
13X + 6 par B = 2X2 + 5X − 3.
Vérifier que A est un multiple de B.

Application 2.9. Soit n ∈ N∗. Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de A = Xn par B = X − 1.
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Remarque 2.10. Polynômes en Python Le module polynomial de numpy
permet de manipuler facilement les polynômes. Ces derniers sont définis à
partir de leurs coefficients.
Par exemple, si P (X) = 1−X + 4X2 + 2X3 et Q(X) = X +X2 :

3 Dérivation dans K [X]
3.1 Polynôme dérivé et propriétés

Définition 3.1. Soit P =
p∑

i=0
aiX

i ∈ K [X].

On appelle polynôme dérivé de P le polynôme noté P ′ défini par :

P ′ =
p∑

i=1
iaiX

i−1 = a1 + 2a2X + ...+ nanX
n−1

Exemple 3.2. Le polynôme dérivé de P = 4X5− 3X3 + 4 est P ′ = 20X4−
9X2.

Remarque 3.3. La fonction polynômiale associée au polynôme P ′ est la
dérivée de la fonction polynômiale associée au polynôme P .

Application 3.4. Pour tout n ∈ N∗, on pose Pn =
n∑

k=0

1
k!X

k.

Démontrer que P ′n = Pn−1.
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Proposition 3.5. Soient P et Q des polynômes de K [X] et λ ∈ K alors :
• (λP +Q)′ = λP ′ +Q′

• (PQ)′ = P ′Q+ PQ′

3.2 Dérivées d’ordres supérieurs, formule de Leibniz

Définition 3.6. Soient P ∈ K [X]. Pour tout n ∈ N, on appelle dérivée
d’ordre n de P le polynôme noté P (n) défini par :

P (0) = P et P (n) = (P (n−1))′

Remarque 3.7. Un polynôme de degré n a sa dérivée nième dans K0 [X] .
Par exemple, si P = 5X4 − 3X2 + 2X − 4 alors :

• P (1) = P ′ = 20X3 − 6X + 2
• P (2) = 60X2 − 6
• P (3) = 120X

• P (4) = 120

• P (n) = 0 si n ≥ 5

Remarque 3.8. Dérivée d’ordre i en 0
Soit P = a0 + a1X + a2X

2 + ...+ anX
n. On remarque que :

• P (0)(0) = P (0) = a0

• P (1) = P ′ = a1 + 2a2X + 3a3X
2 + ...+ nanX

n−1 donc P (1)(0) = a1

• P (2) = 2a2 +3×2a3X+ ...+n(n−1)anX
n−2 donc P (2)(0) = 2×1×a2

• P (3) = 3× 2× 1a3 + 4× 3× 2a4X...+ n(n− 1)anX
n−2

donc P (3)(0) = 3× 2× 1a3

• P (4) = 4 × 3 × 2a4 + ... + n(n − 1)(n − 2)anX
n−3 donc P (4)(0) =

4× 3× 2× 1a4

On obtient donc P (i)(0) = i!ai c’est-à-dire :

ai = P (i)(0)
i!

Théorème 3.9. Formule de Taylor pour les polynômes
Soit P ∈ Kn [X] et a ∈ K alors :
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P =
n∑

i=0

P (i)(a)
i! (X − a)i

Application 3.10. Soit P = 5X5 − 4X3 − 2X2 + 4. Que valent P (3)(0) et
P (4)(0) ?

Proposition 3.11. Formule de Leibniz pour les polynômes
Soient P et Q des polynômes de K [X], alors :

(P ×Q)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
P (k)Q(n−k)

Application 3.12. En utilisant la formule de Leibniz, expliciter la dérivée
3ème du polynôme R = (3X2 − 4X + 1)(X3 + 1).

Proposition 3.13. Soit P ∈ K [X] et p ∈ N tel que k ≤ deg(P ), alors

deg(P (k)) = deg(P )− k

En particulier, pour P =
n∑

i=0
aiX

i ∈ Kn [X] alors P (n) est un polynôme

constant avec :

P (n) = n!an

4 Racines

4.1 Définition et premières propriétés

Définition 4.1. Soit P ∈ K [X] et a ∈ K. On dit que a est une racine de
P lorsque a est un zéro de la fonction polynomiale associée à P , c’est-à-dire
lorsque :

P (a) = 0.
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Remarque 4.2. Les racines d’un polynôme sont obtenues avec Python par
la méthode roots. Par exemple, pour P = X3 − 10X2 + 29X − 20 :

Le résultats affiché est :

Attention : la méthode roots ne fournit que des valeurs approchées des
racines !

Proposition 4.3. Il y a équivalence entre :
• a ∈ K est une racine de P
• P est divisible par le polynôme X − a

Application 4.4. Soit P = X3 − 10X2 + 29X − 20.
1. Démontrer que 1 est une racine de P .
2. En déduire les autres racines de P .

Proposition 4.5. Soit P ∈ C [X], si a ∈ C est racine de P alors a est
également une racine de P .

4.2 Multiplicité des racines d’un polynôme

Définition 4.6. Soit P ∈ K [X], si a ∈ K une racine de P .
On appelle multiplicité de la racine a, le plus grand entier m ∈ N tel que
(X − a)m divise P .
Ainsi :

∃Q ∈ K [X] , P = (X − a)mQ

et Q n’est pas divisible par X − a.
On dit que la racine est simple lorsque son ordre de multiplicité est 1.
On dit que la racine est double lorsque son ordre de multiplicité est 2.
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Méthode 4.7. Soit P ∈ K [X], si a ∈ K une racine de P . Pour obtenir
l’ordre de multiplicité de a :

1. on effectue la division euclidienne de P par X − a ;
2. deux cas seulement peuvent se produire :

• si le reste n’est pas nul alors on s’arrête ;
• si le reste est nul, on recommence l’étape 1 en effectuant la divi-
sion euclidienne du quotient obtenu par X − a

3. l’ordre de multiplicité de la racine a est le nombre de division eucli-
dienne ayant conduit à un reste nul.

Application 4.8. Soit P = X4 −X3 −X + 1 ∈ R [X].
1. Vérifier que 1 est racine de P dans R.
2. Quel est son ordre de multiplicité ?

Proposition 4.9. Soit P ∈ K [X] , a ∈ K et k ∈ N∗ alors :

(X − a)k | P ⇔ P (a) = P ′(a) = ... = P (k−1)(a) = 0

Théorème 4.10. Soit P ∈ K [X] , a ∈ K , alors a est une racine de multi-
plicité m de P si et seulement si

P (a) = P ′(a) = ... = P (m−1)(a) = 0 et P (m)(a) 6= 0

Application 4.11. Soit P = 3X4 − 6X3 −X2 + 8X − 4.
1. Démontrer que 1 est une racine de multiplicité 2.
2. Déterminer un polynôme Q ∈ R [X] tel que P = (X − 1)2Q.
3. En déduire toutes les racines de P .
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Théorème 4.12. Soit P ∈ K [X] non nul qui admet p racines distinctes
α1, ..., αp dans K admettant comme ordres de multiplicités respectifsm1, ...,mp.
Alors il existe un polynôme Q ∈ K [X] tel que :

P = Q× (X − α1)m1 × ...× (X − αp)mp

On a alors en particulier :

deg(Q) +
p∑

i=1
mi = deg(P )

Proposition 4.13. • Le degré d’un polynôme majore le nombre de ses
racines comptées avec leur ordre de multiplicité.
• Un polynôme de degré n ∈ N qui possède au moins n+ 1 racines dans
K est le polynôme nul.

5 Décomposition en éléments irréductibles

5.1 Polynômes irréductibles dans K [X]
Définition 5.1. Un polynôme P ∈ K [X] est dit irréductible dans K [X]
lorsque :
• deg(P ) ≥ 1 et
• P n’admet comme diviseurs que les polynômes constants non nuls et
les polynômes λP avec λ ∈ K∗.

Remarque 5.2. • P ∈ K [X] est irréductible dans K [X] si et seulement
si P n’admet pas de diviseur de degré strictement compris entre 0 et
deg(P ).
• Tout polynôme de degré 1 de K [X] est irréductible.

Exemple 5.3. 1. P = X2 + 1 est irréductible dans R [X] : si P n’était
pas irréductible, il possèderait un diviseur de degré 1. Or, dans R [X],
tout polynôme de degré 1 possède une racine. ce qui est absurde car P
de possède pas de racine réelle.

2. En revanche, P = X2 + 1 n’est pas irréductible dans C [X] car X + i
divise P .

5.2 Polynômes scindés

Définition 5.4. Un polynôme P ∈ K [X] est dit scindé dans K s’il est égal
à un produit de polynômes de degré 1 de K [X].

Proposition 5.5. P ∈ K [X] est scindé dans K si et seulement si il s’écrit
sous la forme :
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P = λ(X − α1)m1 × ...× (X − αp)mp

Proposition 5.6. P ∈ K [X] de degré n est scindé dans K si, et seule-
ment s’il possède exactement n racines comptées chacune avec son ordre de
multiplicité.

Application 5.7. Démontrer que P = 1 +X +X2 est scindé dans C mais
pas dans R.
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