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Pour le 21 novembre 2021
Devoir-Maison 7 - CORRECTION

On note I et A les matrices de .#3(R) définies par :

100 010
I=(010], A=(1 01
0 01 010

et & Pensemble des matrices de .#3(R) défini par :

a+c b c
& = b a+2c b :(a,b,c) € R
c b a+c

PARTIE I : Etude de la matrice A
1. Calculer AZ2.

1 0 1
A2=10 2 0
1 0 1

2. Montrer que la famille (I, A, A?) est libre.
On cherche tous les réels a,b,c tels que al + bA + cA?> = 0. On a :

a+c b c
al +bA+ cA? =0 < b a+2 b =0
c b a+c
a+c=0
= b=0 Sa=b=c=0
c=0
a+2c=0

La famille (I, A, A%) est donc libre.

3. (a) Déterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diago-
nalisable 7

Déterminons les valeurs propres de A en déterminant les racines
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du polyndéme caractéristique de A :

A -1 0
xXA(A) =det(Al—A)=| -1 X -1
0o -1 A
A0 =X
=] -1 A -1 L1+ Li—Ls
0 -1 A
1 0 0
=X -1 X =2
0 -1 A
=)\ _)\1 _)\2 ‘ dvl par rapport a Ly

=AW =2) = A - V(A +v2)

Les valeurs propres de A sont donc 0,v/2 et —v/2.
Comme A € #3(R) et que A admet 3 valeurs propres distinctes,
A est diagonalisable.

Déterminer une matrice P de .#5(R) inversible dont tous les co-
efficients de la premiere ligne sont égaux a 1 et une matrice D de
A3(R) diagonale dont les coefficients diagonaux sont dans 'ordre
croissant telles que : A = PDP~1.

1
Vecteurs propres : X| = 0 est un vecteur propre associé a
-1
la valeur propre 0
1
Xo = | /2 | est un vecteur propre associé & la valeur propre
1
V2
1
X3=| —+/2 | est un vecteur propre associé & la valeur propre
1

—V2.
La famille (X1, X2, X3) est une famille de vecteurs propres de A
associés a des valeurs propres distinctes donc c’est une base de

vecteurs propres de A.
On a donc A = PDP~! avec :

-2 0 0
D= 0 0 0
0 0 2

11
0 V2

1
et P=| —/2
1 -1 1
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4. Montrer : A% = 2A.
On peut facilement remarquer que D> = 2D.
Or 43 = (PDP~1)’ = PD3pP~L,
Donc on a bien A3 = 2A.
PARTIE II : Etude d’une application définie sur &

1. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de .#3(R) et que la famille
(I, A, A?) est une base de &. En déduire la dimension de &.
On a facilement & = Vect (I, A, A?).
Donc & est un sous-espace vectoriel de .Z3(R) (car c’est un sous-espace
engendré) et de plus la famille (I, A, A%) est une famille génératrice de
8.
De plus, on a déja montré que la famille (I, A, A?) est une famille libre.
Donc (I, A, A%) est une base de & et dim(&) = 3.

2. Montrer que, pour toute matrice M de &, la matrice AM appartient
adé.
Soit M = al + bA + cA% € &. On a alors :

AM = aA + bA* + cA® = aA + bA* + 2cA = (a + 2¢) A + bA®
Donc AM € &.

On note f l'application de & dans & qui, a toute matrice M de &,
associe AM.

3. Vérifier que f est un endomorphisme de I’'espace vectoriel &.
On vient de montrer que f est une application de & dans &. Montrons
maintenant que f est une application linéaire.
Soient M et N deux matrices de & et x un réel. On a alors :

f(M+xN)=A(M +xN) =AM + xAN = f(M) + zf(N)

f est donc une application linéaire de & dans &, c¢’est-a-dire un endo-
morphisme de &.

4. Former la matrice F' de f dans la base (I, 4, A?) de &.
Ona f(I) = A = OI + 1A + 042, f(A) = A2 = OI + 0A + 142 et
f(A4?%) = A3 =01 + 24 + 042

0 0 0
Donc F = 1 0 2
01 0

5. (a) Montrer : fo fo f=2f.
Pour tout M € &, (fofof)(M) = A(A(AM)) = A3M = 2AM =
2f(M). On a donc bien fo fo f=2f.
(b) En déduire que toute valeur propre A de f vérifie : A3 = 2.
Attention : il est interdit dans cette question de calculer un po-
lynéme caractéristique.
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Soit A une valeur propre de f et M) € &\{0} un vecteur propre
associé.
On a alors (fo fo f) (M) = A3M, et, d’aprés la question précé-
dente,

(f o f o f) (My) = 2f (My) = 2AM,

On obtient donc (A3 — 2)\) My = 0 et comme M) # 0, on a bien
A3 =2\

(c) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
Attention : il est interdit dans cette question de calculer un
polynéme caractéristique.

Les seules valeurs propres possibles sont donc 0, v/2 et —/2. Pour
vérifier si ces réels sont bien des valeurs propres de f, nous allons

utiliser F' la matrice de f.
On considére M = al 4+ bA + cA?. On a :

f(M) =0M <~— Mat(17A7A2)(f) X Mat(LA’Az)(M) =0«

Donc 0 est une valeur propre de f (car on a obtenu une infinité de
solutions) et Eo(f) = {—2cI + 04 + cA?/c € R} = Vect (A? — 2I)
Ona:

a a a=0
f(M)=V2M < F 1; =2 1; ‘:’{b:ﬂc

Donc /2 est une valeur propre de f et E ;(f) = Vect (\/514 + Az).
On a:

a a a=0
f(M)=—V2M < F i =2 lc) ‘:’{b:—\/ic

Donc —v/2 est une valeur propre de f et E_ 5(f) = Vect (—\/§A + A2>.

6. L’endomorphisme f est-il bijectif ? diagonalisable ?
0 est une valeur propre de f donc f n’est pas bijectif. f admet trois
valeur propres distinctes et & est de dimension 3, donc f est diagona-
lisable.

7. Déterminer une base de Im(f) et une base de ker(f).
D’aprés le calcul fait & la question 6., f(M) = (a + 2¢)A + bA2.
Donc Im(f) = Vect (A, A2).
La famille (A, A?) est génératrice de Im(f) et libre (deux vecteurs non
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proportionnels) donc c’est une base de Im(f).
ker(f) = Eo(f) = Vect (A% —2I).
La famille (A% — 2I) est génératrice de ker(f) et libre (un seul vecteur
non nul) donc c’est une base de ker(f).
8. (a) Résoudre I'équation f(M) = I + A?, d’inconnue M € &.
L’équation f(M) = I + A% n’admet pas de solutions car I + A? ¢
(b) Résoudre I'équation f(N)= A + A2, d’inconnue N € &.
Soit N = al +yA+ 2A%. On a

r+2z=1

F(N) = A+A? = (2+22) A+yA” = A+ A" = { y=1

car la famille (A, A?) est libre.
Les solutions de 1’équation f(N) = A 4 A? sont les matrices de
la forme (1 —22)I + A+ 242, ot z € R
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